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3.7     ΤΡΙΓΩΝΟΜΕΤΡΙΚΟΙ ΑΡΙΘΜΟΙ ΤΗΣ ΓΩΝΙΑΣ  2α     

ΘΕΩΡΙΑ  
1. 
Από το τόξο   2α   στο τόξο  α 

ηµ2α = 2ηµασυνα               

συν2α = 2συν α – 2ηµ α  

συν2α = 2 2συν α –1 

συν2α = 1 –2 2ηµ α  

εφ2α = 2

2εφα
1 εφ− α

 

 
 
2. 
Από το τόξο   α   στο τόξο  2α     ή   τύποι αποτετραγωνισµού       

2ηµ α  = 1 2
2

−συν α        

2συν α  = 1 2
2

+ συν α  

2εϕ α  = 1 2
1 2
−συν α
+ συν α

 

 
 

 

ΣΧΟΛΙΑ – ΜΕΘΟ∆ΟΙ  
1. 

Από το τόξο   ω   στο τόξο  
2
ωωωω  

ηµω = 2ηµ
2
ω
συν

2
ω   

συνω = 2

2
ωσυν – 2

2
ωηµ  

συνω = 2 2

2
ωσυν – 1 

συνω = 1 – 2 2

2
ωηµ  

εφω = 
2

ω2εφ
2

1 εφ
2
ω−
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2. 

Από το τόξο   
2
ωωωω   στο τόξο  ω   ή   τύποι αποτετραγωνισµού       

2

2
ωηµ  = 1

2
−συνω  

2

2
ωσυν  = 1

2
+ συνω  

2

2
ωεϕ  = 1

1
−συνω
+ συνω

 

 
 
 
ΑΣΚΗΣΕΙΣ 

1. 
Να εκφράσετε µε ένα τριγωνοµετρικό αριθµό  τις παραστάσεις 

i)    2ηµ5ασυν5α        

ii)    1–2ηµ24α 

iii)   2συν27α 

Λύση 

i) 
2ηµ5α συν5α = ηµ(2·5α) = ηµ10α      (θεωρούµε σαν  α  το  5α) 

ii) 
1–2ηµ24α  = συν(2·4α) = συν8α       (θεωρούµε σαν  α  το  4α)     

iii) 
2συν27α = συν(2·7α) = συν14α          (θεωρούµε σαν  α  το  7α) 
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Από  4α  σε  2α Από  4α  σε  2α 

(θεωρούµε σαν  α  το   
3α

2
) 

 

(θεωρούµε σαν  α  το   4α) 
 

(θεωρούµε σαν  α  το   
α

2
) 

 

2. 
 Να εκφράσετε µε ένα τριγωνοµετρικό αριθµό  τις παραστάσεις 

i) 
2

3α
συν

2

3α
2ηµ                     ii)   

4αεφ1

2εφ4α
2−

                    iii)  2 2α α
συν  - ηµ

2 2
 

Λύση  

i) 

2

3α
συν

2

3α
2ηµ  = ηµ(2·

3α

2
) = ηµ3α                     

ii)   

4αεφ1

2εφ4α
2−

=  εφ(2⋅4α)  =  εφ8α                           

iii)   

2 2α α
συν ηµ

2 2
−  = συν(2

α

2
⋅ ) = συνα                     

 
 
 
3.  

Να αποδειχθεί ότι        εφ2α
συν2ασυν4α1

ηµ2αηµ4α
=

++
+

 

Λύση  
ηµ4α ηµ2α

1 συν4α συν2α

+
=

+ +
 

2

2ηµ2ασυν2α+ηµ2α

1+2συν 2α 1+συν2α−
 

                               =  
ηµ2α(συν2α+1)

συν2α(συν2α+1)
          

                               =  
ηµ2α

συν2α
 = εφ2α   

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 



 4 

Από  2α  σε  α 

Από  α  σε  
2
α  

Αποτετραγωνισµός 

4.  

Να δείξετε ότι     
2

α
εφ

συνα)συν2α)(1(1

ηµ2ασυνα
=

++
 

Λύση  
ηµ2ασυνα

(1 συν2α)(1 συνα)+ +
 = 

2

2ηµα συνα συνα

(1+2συν α 1) (1+συνα)−
                 

                                     = 
2

2

2ηµα συν α

2συν α (1+συνα)
 

                                     = 
2ηµα

1+συνα
 

                                     = 
2

α α
2(2ηµ συν )

2 2
α

1+2συν 1
2

−
         

                                    = 
2

α α
2(2ηµ συν )

2 2
α

2συν
2

     

                                   = 2 

α
ηµ

α2     =    2εφ
α 2

συν
2

 

 

 
5. 

∆είξτε ότι     ηµ2

8 2

π α + 
 

– ηµ2

8 2

π α − 
 

 = 
2
ηµα

2
 

Λύση  

 ηµ2

8 2

π α + 
 

– ηµ2

8 2

π α − 
 

 =  

1 συν 2
8 2

2

 π α  − +      – 

1 συν 2
8 2

2

 π α  − −      

                                            
1 συν

4
 

2

π − +α 
 =  – 

1 συν
4

2

π − −α 
   

                                            =  
συν

4 4
2

π π   −α −συν + α   
          

                                            =  

π π π π
συν συνα ηµ ηµα συν συνα ηµ ηµα

4 4 4 4
2

+ − +
 

                                            =  

π2ηµ ηµα
4
2

  =  ηµ
π
ηµα

4
 = 

2
ηµα

2
 

 



 5 

Το  2x  σε  x   και 

το  x
2

  σε  x 

6. 

∆είξτε ότι      εφ
4

π −α 
 

 = 
συν2α

1 ηµ2α+
 

Λύση  

εφ
4

π −α 
 

  =   

π
εφ   εφα

4
π

εφ + εφα
4

−
  =  

1 εφα

1+εφα

−
   

                                                 =  

ηµα
1

συνα
ηµα

1+
συνα

−
            

                                                 =  

συνα ηµα

συνα
συνα+ηµα

συνα

−

 

                                                  = 
συνα ηµα

συνα+ηµα

−
         

                                                  =  
2

(συνα ηµα) (συνα+ηµα)

(συνα + ηµα)

−
 

                                                  =
2 2

2 2

συν α ηµ α

συν α+2ηµασυνα+ηµ α

−
   =   

συν2α

1+ ηµ2α
 

 
 
 
7. 

Να λυθεί η εξίσωση       ηµ2x = 2συν2 x
1

2
−  

Λύση  

ηµ2x = 2συν2 x
1

2
−      ⇔    2ηµxσυνx = 2·

1+συνx

2
–1     

                                            2ηµxσυνx = συνx   

                                            2ηµxσυνx – συνx = 0   

                                            συνx(2ηµx –1) = 0     

                                            συνx = 0        ή      ηµx = 
1

2
  

                                            συνx = συν
π

2
    ή     ηµx = ηµ

π

6
  

                              x = κπ + 
π

2
   ή   x = 2κπ + 

π

6
   ή     x = 2κπ + 

5π

6
,    κ∈ℤ  
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Το  8x  σε   4x    

Το  2x  σε  x    

Το  x
2

  σε  x 

8. 
Να λυθεί η εξίσωση       β) συν8x = ηµ4x + 1 

Λύση  

συν8x = ηµ4x + 1    ⇔     1 – 2ηµ24x = ηµ4x + 1       

                                           ηµ4x + 2ηµ24x = 0     

                                           ηµ4x(1 + 2ηµ4x) = 0             

                                           ηµ4x = 0    ή    1 + 2ηµ4x = 0    

                                          ηµ4x = 0    ή    ηµ4x =  – 
1

2
   

                                          ηµ4x = ηµ0    ή    ηµ4x = – ηµ
π

6
     

                                          4x = κπ      ή     ηµ4x = ηµ(–
π

6
)        

                                          x =
κπ

4
      ή    4x = 2κπ –

π

6
   ή    4x = 2κπ + π + 

π

6
   

                                          x =
κπ

4
   ή   x = 

κπ π κπ 7π
    ή    x = +

2 24 2 24
− ,    κ∈ℤ   

 

 
 
9. 

Να λυθεί η εξίσωση     συν2x – 2 x
2συν

2
 –1 = 0     

Λύση  

συν2x – 2 x
2συν

2
 –1= 0    ⇔     2συν2x – 1 –2

1+συνx

2
⋅  – 1 = 0    

                                                   2συν2x – συνx – 1 =  0    

Θέτουµε  συνx = y,    οπότε    2y2 – y – 1 = 0,   η ποία έχει  ρίζες 

                                                 y  = 1   ή    y  = –
1

2
  

•     Για    y  = 1   θα έχουµε      συνx = 1    
                                                   συνx = συν0    ⇔    x = 2κπ ,  κ∈ℤ              
 

•     Για    y  = – 
1

2
   θα έχουµε      συνx = – 

1

2
    

                                                        συνx = – συν 
π

3
   

                                                        συνx = συν 
2π

3
  ⇔    x = 2κπ

2π
 

3
± ,   κ∈ℤ  
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Προσέξτε αυτή την ενέργεια    

Αποτετραγωνισµός  

10. 

Να λυθεί  η  εξίσωση    συν4x  + ηµ4x = 1   

Λύση  

συν
4x  + ηµ4x =1    ⇔    (συν2x)2 + (ηµ2x)2  = 1     

                                      
2 2

1+συν2x 1 συν2x
+ = 1

2 2

−   
   
   

     

                                      
2 21 συν 2x+2συν2x 1 συν 2x 2συν2x

 + 
4 4

+ + −
=1  

                                      2 + 2συν22x = 4        

                                      συν
22x = 1        

                                      συν2x = 1            ή      συν2x =  –1       

                                      συν2x = συν0      ή       συν2x = συνπ    

                                      2x = 2κπ              ή       2x = 2κπ ± π     

                                      x = κπ                  ή       x = κπ ± 
π

2
    ,  κ∈ℤ  

 
 
11. 
Να αποδείξετε ότι  

i)     
συν2α

1 ηµ2α+
 = 

συνα ηµα

συνα ηµα

−
+

 

ii)      σφ
4

π + α 
 

 = 
συν2α

1 ηµ2α+
  

Λύση  
i) 
συν2α

1 ηµ2α+
 = 

2 2

2 2

συν α ηµ α

συν α+ηµ α+2ηµασυνα

−
 

                =  
2

(συνα ηµα)(συνα+ηµα)

(συνα+ηµα)

−
  =  

συνα µα

συνα ηµα

−η
+

   

 
ii)  

 σφ
4

π + α 
 

 = 

π
σφ σφα 1

4
π

σφ σφα
4

−

+
  

                   = 
σφα 1

1 σφα

−
+
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Αποτετραγωνισµός  
για την  εφαπτοµένη 

Συµπληρωµατικά τόξα 

                  = 

συνα
1

ηµα

συνα
1

ηµα

−

+
  

                 = 

συνα ηµα

ηµα

συνα ηµα

ηµα

−

+
 =  

συνα ηµα

συνα ηµα

−
+

  
(i)

=   
συν2α

1 ηµ2α+
 

 
 
 
12. 

∆είξτε ότι        
2 ο

2 ο

1 εφ (45 α)

1 εφ (45 α)

− −
+ −

 = ηµ2α 

Λύση 

2 ο

2 ο

1 εφ (45 α)

1 εφ (45 α)

− −
+ −

 =  

ο

ο

ο

ο

1 συν[2(45 α)]
1

1 συν[2(45 α)]
1 συν[2(45 α)]

1+
1 συν[2(45 α)]

− −
−

+ −
− −
− −

 

                          =  

ο

ο

ο

ο

1 συν(90 2α)
1

1 συν(90 2α)
1 συν(90 2α)

1+
1+συν(90 2α)

− −
−

+ −
− −

−

 

                          =  

1 2α
1

1 2α
1 2α

1+
1+ηµ2α

−ηµ
−

+ ηµ
−ηµ

 

                         =  

1 ηµ2α 1 ηµ2α
1 ηµ2α

1 ηµ2α 1 2α
1 ηµ2α

+ − +
+

+ + −ηµ
+

 

                        =  
2ηµ2α

ηµ2α
2

=     
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3 3α +β  = (α + β 3) – 3αβ(α + β) 

Αποτετραγωνισµός  

Αποτετραγωνισµός  
εφαπτοµένης  

Συµπληρωµατικά τόξα 

13. 
Να δείξετε ότι     4(συν6

α + ηµ6
α) = 1 + 3συν22α        

Λύση 
4(συν6

α +ηµ6
α) = 4[ (συν2

α)3 + (ηµ2
α)3] 

                         = 4[( )32 2συν α + ηµ α – 3 2συν α 2ηµ α ( 2συν α  + 2ηµ α )] 

                         = 4(1–3 2συν α 2ηµ α )  

                         = 4 –12 2συν α 2ηµ α  

                         = 4 –12  
1 συν2α 1+συν2α

  
2 2

−
 

                         = 4 –3(1 – συν
22α) 

                         = 4 –3 + 3συν22α = 1+ 3συν22α   

 
 
14. 
Να δείξετε ότι    3 – 4συν2α + συν4α = 8ηµ4

α   

Λύση 

3 – 4συν2α + συν4α  =  3 – 4[1 – 2ηµ2
α] + [1 – 2ηµ22α] 

                                  =  3 – 4 + 8ηµ
2
α + 1 –2ηµ22α   

                                  = 8ηµ2
α – 2(2ηµασυνα)2  

                                  = 8ηµ2
α – 2(4ηµ2

ασυν
2
α) =  

                                  = 8ηµ2
α – 8ηµ2

ασυν
2
α = 

                                  = 8ηµ2
α(1– συν2

α) 

                                  = 8ηµ2
α ηµ2

α  = 8ηµ4
α 

 

 

15. 

Να αποδείξετε ότι      21 ηµθ
εφ      

1 ηµθ 4 2

+ π θ = − −  
      

Λύση 

2εφ      
4 2

π θ − 
 

=  

1 συν 2
4 2

1+συν 2
4 2

 π θ  − −    
 π θ  −    

                     

                           =  
1 συν

2

1+συν
2

π − − θ 
 
π − θ 

 

  = 
1 ηµθ

1 ηµθ

−
+

        


